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1. Bose-Einstein-Kondensation

m Historisches

Albert Einstein entdeckt 1924 bei der Diskussion der Quantentheorie des einatomigen idealen Gases einen
fundamental neuen thermodynamischen Phaseniibergang. Er sieht dabei eine Analogie zur Kondensation

von Dampf !). Ausgangspunkt seiner Analyse ist eine von Satyandra Nath Bose vorgeschlagene Quanten-
statistik, die eine korrekte thermodynamische Begriindung der Planckschen Strahlungsformel
ermoglicht ?. Fiir Einsteins Voraussage einer Kondensation in einem idealen Bose-Gas hat sich der

Begriff "Bose-Einstein-Kondensation" eingebiirgert. 70 Jahre nach ihrer Versffentlichung konnte Einsteins
Voraussage 1995 in einem ultrakalten Gas von Rubidium-Atomen erstmals experimentell bestétigt wer-

den ¥,

Ideales Gas bedeutet, dass eine Wechselwirkung zwischen den Gasmolekiilen ausgeschlossen wird. In
einem klassischen idealen Gas kann es keinen Phaseniibergang geben. Demgegeniiber ist in einem Gas, in
dem zwischen den Molekiilen eine Anziehungskraft wirkt, ein Phaseniibergang moglich. Ein Beispiel
dafiir ist Wasserdampf. Die elektrisch polaren Wassermolekiile iiben wechselseitig eine Anziehungskraft
aufeinander aus. Es bilden sich Molekiilketten. Ist die Warmebewegung sehr stark, reien die Ketten auf
und die Molekiile bewegen sich einzeln: Das Wasser befindet sich in der Dampfphase. Nimmt die Warme-
bewegung ab, kommt es zur Kettenbildung, der Wasserdampf kondensiert. Wasser liegt jetzt auch in der
fliissigen Phase vor. Kondensieren und Verdampfen ergeben sich aus dem Zusammenspiel der Dipol-
Korrelationen der Wassermolekiile und der Wirmebewegung.

Auch in einem idealen Quantengas werden zwischen den Gasteilchen klassische Krifte wie Gravitation,
elektromagnetische Krifte oder daraus abgeleitete Krifte ausgeschlossen. Doch tritt hier mit den sogenan-
nten Quantekorrelationen eine vollig neue Qualitédt auf. In einem Bose-Gas sind diese Korrelationen
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zwischen den Gasteilchen anziehend. Die Bose-Einstein-Kondensation ergibt sich aus dem Wechselspiel
von Quantenkorrelationen und Wirmebewegung. Da Quantenkorrelationen extrem schwach sind, tritt

Kondensation erst bei duferst geringer Wirmebewegung auf, also bei extrem tiefen Temperaturen. Neben
der Bose-Statistik gibt es noch eine weitere Quantenstatistik, die Fermi-Dirac-Statistik, die bei der Verof-

fentlichung von Einsteins Paper /) noch nicht bekannt ist. Anders als beim idealen Bose-Gas gibt es im
idealen Fermi-Gas keinen Phaseniibergang.

Der Begriff der Quantenkorrelationen tauchte 1924 noch nicht explizit auf. Er ist aber im Begriff der
Quantenstatistik grundsétzlich enthalten. Erst 1935 beschéftigt sich Einstein in einer kritischen Analyse
zur Quantenmechanik mit Quantenkorrelationen ganz prinzipiell und macht auf ihre kontra-intuitiven
Folgen aufmerksam #. In der Arbeit von 1925 © geht Einstein von einem Bose-Gas bei Sittigungstemper-
atur aus und fragt: "Was geschieht nun aber, wenn ich bei dieser Temperatur (z. B. durch isotherme Kom-
pression) die Dichte der Substanz noch mehr wachsen lasse? Ich behaupte, dafl in diesem Falle eine mit
der Gesamtdichte stets wachsende Zahl von Molekiilen in den 1. Quantenzustand (Zustand ohne kinetische
Energie) iibergeht ... Die Behauptung geht also dahin, da3 etwas Ahnliches eintritt wie beim isothermen
Komprimieren eines Dampfes iiber das Sittigungsvolumen. Es tritt eine Scheidung ein; ein Teil

rn

'kondensiert', der Rest bleibt ein 'gesiittigtes ideales Gas'.

= Thermodynamischer Limes

Einsteins Folgerung einer Kondensation in einem idealen Bose-Gas scheint ihn erstaunt zu haben. In
einem Brief an Paul Ehrenfest schreibt er im Dezember 1924 : "Die Theorie ist hiibsch, aber ob auch etwas
Wahres dran ist?" ¥. 1926 erhob George Eugene Uhlenbeck % 7) einen gravierenden Einwand gegen die
Moglichkeit einer Bose-Einstein-Kondensation: Die Quantisierung der Translationsbewegung lédsst in
einem endlich groflen Behilter nur diskrete Energiezustinde zu. Sie sind die Eigenwerte des Laplace-
Operators fiir dieses endliche Gebiet. Damit ist insbesondere der Grundzustand von den angeregten Zustéin-
den separiert. Der fiir die Kondensation wesentliche Ubergang der Gasteilchen in den Grundzustand
scheint damit gar nicht moglich zu sein. Uhlenbecks Einwand gegen Einsteins Kondensationshypothese
lasst sich mit Hilfe des sogenannten thermodynamischen Limes entkriften, einer mathematischen Ideal-
isierung, bei der das Volumen des Systems gegen Unendlich strebt, wobei die intensiven Gréfen
(Energiedichte, Druck, Teilchendichte, ...) endlich gehalten werden. In dieser Idealisierung werden die
volumenrelevanten Aspekte (Bulk-Eigenschaften) eines endlich groen Systems identifizierbar. Im thermo-
dynamischen Limes riicken die Energiezustinde des Systems infinitesimal eng zusammen. Dann wird auch
ein Ubergang in den Grundzustand denkbar.

Die Notwendigkeit des thermodynamischen Limes wurde in einer Diskussion wéhrend einer interna-
tionalen Konferenz anlésslich des 100. Geburtstags von van der Waals im November 1937 in Amsterdam

erkannt, die von Hendrik A. Kramers geleitet wurde ( 6 S.441). Eine Hilfte der Diskussionsteilnehmer
sah darin eine Rechtfertigung von Einsteins Kondensationshypothese, die andere Hilfte nicht. Doch zog

Uhlenbeck daraufhin seinen Einwand zuriick 2.
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= Makroskopische Quanteneffekte von Bosonen

Neben der seit 1995 experimentell nachgewiesenen Einstein-Kondensation materieller Bosonen wie
Rubidium-, Natrium- oder Wasserstoffatomen beruhen weitere makroskopische Quanteneffekte auf dem
Mechanismus dieses elementaren und fundamentalen Phaseniibergangs. Die Diskussion dariiber begann
nach der 1937 erfolgten Kldrung von Einsteins Prognose.

1938 deutete Fritz London das Phédnomen der bis dato theoretisch unverstandenen Suprafluiditit von
Helium mit Hilfe der Bose-Einstein-Kondensation ‘. Fiir die kritische Temperatur von He* ergab sich aus
der Theorie ein Wert von 3,13 K, wihrend der experimentell beobachtete Wert bei 2,19 K liegt /). Der
Unterschied zwischen gemessenem und berechnetem Wert lidsst sich damit erklidren, dass das Helium-Gas
kein ideales Gas ist, wie dies fiir die Bose-Einstein-Kondensation urspriinglich vorausgesetzt ist. Fiir die
Kondensation in einem Gas von wechselwirkenden Bosonen stand keine geeignete Theorie zur Verfiigung.
Spiter stellte Lev D. Landau eine zu Fritz Londons Ansatz konkurrierende Beschreibung der Suprafluiditit
von Helium auf, die nicht auf den Mechanismus der Bose-Einstein-Kondensation zuriickgriff. Landaus
Theorie fand in der Folge eine stirkere Akzeptanz in der physikalischen Lehre weltweit.

Ein weiteres physikalisches Phinomen, die 1911 von Kamerlingh Onnes entdeckte Supraleitung wurde

von Max Robert Schafroth und spiter von John Blatt als eine Bose-Einstein-Kondensation diskutiert 2.
Unterhalb einer kritischen Temperatur bilden sich im Supraleiter Elektronenpaare. Der Mechanismus

dieser Paarbildung geht auf Herbert Frohlich zuriick /¥. Wihrend ein einzelnes Elektron mit seinem
halbzahligen Spin der Fermi-Dirac-Statistik folgt, haben die Elektronenpaare in sehr guter Ndherung
ganzzahligen Spin und sind damit der Bose-Statistik unterworfen. Supraleitung tritt ein, wenn Elektronen-
paare den Grundzustand besetzen. Die makroskopische Besetzung des Grundzustands ist das Bose-Ein-
stein-Kondensat der Elektronenpaare. Fiir die Supraleitung wurde danach von John Bardeen, Leon N.
Cooper und John R. Schrieffer eine konkurrierende Theorie aufgestellt, fiir die sich die Bezeichnung BCS-
Theorie eingebiirgert hat. Fiir die 1986 entdeckte Hochtemperatur-Supraleitung versagt jedoch die BCS-

Theorie. Die Erkldrungsreichweite der Bose-Einstein-Kondensation konnte hier groBer sein 14,

SchlieBlich haben R. Graham und F. Haake 1968 den Laser als eine Bose-Einstein-Kondensation von

Photonen erklirt /). Fiir das Pumpen der Photonen im Laser wird ein von Null verschiedenes chemisches

Potential eingefiihrt /9. Damit lisst sich das Photonengas durch ein groBkanonisches Ensemble

beschreiben und in diesem Rahmen eine Bose-Einstein-Kondensation diskutieren. Der Laser-Zustand ist
der Kondensat-Zustand. Fiir den Laser hatte sich zuvor schon ein anderer Erkldrungszugang etabliert.

2. Photonenkondensation

Photonen sind Elementarteilchen mit Ruhemasse O und Spin (Helizitét) 1. Fiir Photonen gilt die Bose-
Statistik. Eine Bose-Einstein-Kondensation von Photonen wirft zunéchst ein schwerwiegendes konzep-
tionelles Problem auf. Nach Einstein bedeutet Bosonen-Kondensation, dass ein Teil der Teilchen des
Bosonengases in den Zustand mit kinetischer Energie Null iibergeht, also den tiefsten Energiezustand
makroskopisch besetzt. Photonen, die keine Bewegungsenergie mehr haben, sind aber nicht vorstellbar.
Denn im Ruhezustand miissten sie die Masse Null haben. Sie existieren, weil sie mit Lichtgeschwindigkeit
fliegen. Wenn etwas Ruhemasse 0, aber keine Bewegungsenergie hat, kann es nicht existieren. Es wére
schlicht nichts vorhanden. So scheint es, dass in einem Photonengas ein Kondensat gar nicht existieren
kann.
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Nichterhaltung der Photonenzahl

Einsteins urspriingliche Diskussion hat ein ideales Bose-Gas materieller Teilchen, also Teilchen mit von 0
verschiedener Ruhemasse zum Gegenstand. In diesem System ist die Teilchenzahl kontrollierbar, sie bleibt
erhalten. Bei einem Photonengas im Wirmegleichgewicht, wie es beispielsweise in einer Kavitit mit gut,
aber nicht perfekt reflektierenden Wénden einer bestimmten Temperatur als Wirmestrahlung vorliegt, ist
dies anders. Photonen werden von der Wand sténdig absorbiert und re-emittiert. Die Photonenzahl ist also
nicht erhalten. Die Photonenzahl ldsst sich nur im Mittel kontrollieren. Ihr Mittelwert stellt sich in ein-
deutiger Abhiingigkeit von der Temperatur T ein. Im Planckschen Wirmegleichgewicht werden die Mittel-
werte aller thermodynamischen Gréfen durch eine einzige Variable eindeutig bestimmt. Beschrieben wird
das Plancksche Wirmegleichgewicht durch ein kanonisches Ensemble mit nicht festgehaltener Teilchen-

zahl. Ein chemisches Potential i, Lagrange-Parameter neben der inversen Temperatur 5 := é tritt nicht

auf (k steht fiir die Boltzmann-Konstante). In einem kanonischen Ensemble, mit erhaltener, oder mit nur
1im Mittel erhaltener Teilchenzahl tritt keine Bose-Einstein-Kondensation auf.

Wihrend Bose fiir seine Abzéhlmethode keine festgehaltene Teilchenzahl voraussetzt und seine Methode
auf das Photonengas anwendet, hilt Einstein in seiner Abhandlung zum idealen Bose-Gas (1) die Teilchen-
zahl fest. Damit wird die Frage einer moglichen Photonenkondensation gar nicht erst gestellt. Die Nichter-
haltung der Photonenzahl muss er gleichwohl gesehen haben. Der Physiker und Einstein-Biograf Abraham
Pais hat jedoch bei der Auswertung der wissenschaftlichen Schriften und Korrespondenz von Einstein
keinen Hinweis zur Nichterhaltung der Photonenzahl gefunden. Pais vermutet, dass Einsteins Schweigen
dazu mit seinem Unbehagen an der Kausalitétsverletzung bei der von ihm 1917 diskutierten spontanen
Emission von Photonen zusammenhéngt. (Siehe (6), S. 439-440; S. 417-419.) Einstein war der erste, der in
der Wahrscheinlichkeit fiir spontane Emission eine nichtklassische GroBe erkannte ((6), S. 418). Eine
statistische Aussage zur spontanen Emission verzichtet aber auf strenge Kausalitit. Weil Einstein an der
Kausalitét festhilt, lehnt er eine statistische Interpretation der Quantenmechanik ab. Bekannt ist seine

Zuspitzung: Gott wiirfelt nicht /7.

= Photonengas in nichtkanonischem thermodynamischem Gleichgewicht

Voraussetzung einer Bose-Einstein-Kondensation in einem Bose-Gas ist, dass mindestens zwei thermody-
namische Variable unabhiéngig voneinander festgelegt werden konnen. Fiir die Méglichkeit einer Photo-
nenkondensation muss diese Voraussetzung notwendig erfiillt werden. Dabei reicht es, dass die Mittelw-
erte der Variablen kontrollierbar sind. Die Nichterhaltung der exakten Photonenzahl oder der exakten
Photonenenergie ist dann kein Hindernis. Im Planckschen Wirmegleichgewicht lésst sich nur eine einzige
Variable unabhingig vorgeben. Wir brauchen eine Abweichung vom Planckschen Wirmegleichgewicht,
die sich durch ein groBkanonisches Ensemble mit zwei Lagrangeparametern (8, i) beschreiben ldsst. Eine
solche Abweichung lédsst sich beispielsweise durch ein stationdres FlieBgleichgewicht organisieren: In
einen elektromagnetischen Resonator werden Photonen einer bestimmten Frequenz eingestrahlt. Damit
baut sich im Resonator ein Energiestau auf, der durch die Frequenz und Leistung der Einstrahlung
eingestellt werden kann. Zwischen Einstrahlung und Wirmeabstrahlung durch die Wand des Resonators
bildet sich ein FlieBgleichgewicht. Die Temperatur der Resonatorwand wird dabei fixiert. Bei geringen
Einstrahlungsleistungen wird sich eine nur wenig iiber der Umgebungstemperatur liegende Wandtemper-
atur einstellen. Entsprechend wihlen wir als unabhiéngige thermodynamische Variable die Temperatur und
die Energiedichte des Photonengases.
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m Konvergenzrate des chemischen Potentials im thermodynamischen Limes erlaubt makroskopische
Besetzung des Grundzustands

Es bleibt die Paradoxie, die sich fiir Teilchen mit Ruhemasse 0 mit der Kondensation in den Zustand der
Bewegungsenergie Null stellt. Lisst sie sich auflosen?

In einem endlich groBlen elektromagnetischen Resonator mit reflektierenden Winden (Dirichlet-Randbedin-
gungen) ist der niedrigste vorkommende Energiewert echt grofler Null. Die Photonen, die diesen Zustand
besetzen, haben eine von Null verschiedene Energie. Entsprechend ist das chemische Potential des Photo-
nengases von Null verschieden. Mit zunehmender Vergrolerung des Resonators strebt die niedrigste
Energie und mit ihr das chemische Potential gegen Null. Dieser Grenzprozess muss im thermodynamis-
chen Limes exakt kontrolliert werden um festzustellen, ob eine makroskopische Besetzung des Grundzus-
tands im Limes entstehen kann. Wenn wir die Temperatur fixieren und die Energiedichte & auf einen Wert
einstellen, der den Wert fiir die schwarze Strahlung iibertrifft, stellt sich folgendes Grenzverhalten fiir das
chemische Potential y heraus, wie im weiteren gezeigt werden wird:

D e~

Dabei sei R eine charakteristische Linge des Resonators, proportional zur 3. Wurzel aus seinem Volumen
V. Das chemische Potential ist also nicht einfach Null, sondern es strebt gegen Null, wenn R {iber alle
Grenzen wichst. Fiir den tiefsten Energiewert des Resonators gilt folgendes Grenzverhalten:

2) € ~

x| =

Daraus folgt fiir den Grundzustand des Photonengases, wenn wir mit
3) Uy = U- U

den Uberschuss des Werts @ der Energiedichte iiber den kritischen Wert u, fiir die schwarze Strahlung
bezeichnen:

@

Vr (e_ﬁ“k —l)

- u; fir R-> oo

Die Besetzung des Grundzustands bleibt im thermodynamischen Limes bestehen: Die Energie der Photo-
nen wird infinitesimal klein, wihrend ihre Anzahl unendlich gro wird und zwar genau in dem Umfang,
dass der Grundzustand einen makroskopischen Beitrag zur Energiedichte liefert. So ist das Kondensat der
Grenzfall eines laserartigen Zustands.

Ob das chemische Potential von vornherein, also bereits fiir jeden endlich groBen Resonator Null gesetzt
wird, oder ob es in einem Limes gegen Null strebt, ergibt einen "subtilen" Unterschied. Dieser Unter-
schied, der sich in der physikalischen Lehre bisher nicht findet, ist genau die Photonenkondensation. Das
gilt im Prinzip fiir alle Bosonen mit Ruhemasse Null, beispielsweise fiir Gravitonen (Spin 2), oder fiir
Phononen.
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3. Photonenoperator

Sei A der Laplace-Operator. Ein nichtrelativistisches freies Teilchen der Masse m wird beschrieben durch
den Hamiltonoperator

hZ
(1) -1=A
Dabei ist  das durch 27 geteilte Plancksche Wirkungsquantum h. Der relativistische Hamiltonoperator fiir

ein freies Photon, das sich in einer hinreichend glatten Kavitdt mit charakteristischer Lange R, Volumen
Vi und Oberfldche Ag, an der Dirichlet-Randbedingungen (reflektierende Wiénde) gelten, bewegt, ist

(2)  hg = heV—A

c steht fiir die Lichtgeschwindigkeit. Der freie Vielteilchen-Photonenoperator Hy ergibt sich aus der
Zweitquantisierung dI'(hg) von hg.

(3)  dT(hg) = D po hwf b} by
(4) Hp = thw;fb;b,,

Der Laufindex p = (k, @) im Vielteilchen-Photonenoperator Hy beriicksichtigt neben der Eigenwertabzih-
lung k die beiden moglichen Helizititen eines Photons (links- oder rechtszirkular polarisiert). Die fiir
Photonen geltende Bose-Statistik wird durch die Vertauschungsrelationen der Erzeugungs- und Vernich-

tungsoperatoren b* und b der Photonen implementiert:
) [b+abq]=5p,q§ [bp,bq]zo
Die Eigenwerte des Einteilchenoperators Az

R R R R R_ 3 R
(6) 0<e€ <€ =€ <€ =<.. ¢ =hw

skalieren
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Im folgenden benutzen wir die Energiedifferenzen

®) AF =R -€f

fiir die der untere Rand des Spektrums bei O liegt.

Die Zahl der Zustinde bis zu einem Eigenwert A heiBt integrierte Zustandsdichte /¥:

©)  Fr) = VLR#{k: AR <2}

Die spektrale Dichtefunktion F'(A) ist die Laplace-Transformierte der normierten Zustandsfunktion ®g(5):

(10)  Fr) = [FR@dE = [} dFp@)

(1) O(B) = -2l

e P dFe@ = [7e P FR© dé

Die zur Energievariablen A beziiglich der Laplacetransformation konjugierte Variable S lidsst sich
1

physikalisch als inverse Temperatur identifizieren: 8 := ok

Fiir den nichtrelativistischen Einteilchenoperator (1) gilt (siehe (5b) in 7?):

(12)  dFg(}) = ﬁ(zh—’")a dh - g (G + o )

und fiir den relativistischen Operator hy gilt (siehe (6b) in /9):

(13)  dFp) = (h0) 22 dd - 25 (he) > LA + O(R™?)

Die mathematischen Untersuchungen zur spektralen Dichte des Laplace-Operators gehen auf Hermann
Weyl zuriick ??. Nach einem Artikel von Marc Kac ?” gab es eine Vielzahl von Arbeiten, die Weyls

Resultat verfeinerten ??-2), Die Forschungsgruppe von John Lewis am Dublin Institute for Advanced
Studies nutzte das Resultat von Marc Kac.
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4. Thermodynamik des Photonengases

Der Erwartungswert einer Observablen A im kanonischen Zustand mit variabler Teilchenzahl ist

—-BHg
(1) ER[A] = Tr[DE Al; Df = ﬁ

Der Erwartungswert einer Observablen A im groBkanonischen Zustand mit variabler Teilchenzahl ist

R — R A7 R . PN

() Egs (Al = Te[Dg Al Dy, = e PA]

Dg ist der kanonische Dichteoperator, Dg’ .. 1st der groBkanonische Dichteoperator. Np ist der Teilchen-
zahloperator in der Kavitit:

B3) Nk =2,byb,

Das kanonische Ensemble ergibt sich aus dem gro3kanonischen durch Null Setzen des chemischen Poten-
tials u.

Die Photonenzahldichte p®(8, 1), die Energiedichte uR(3, u) und der Druck p®(8, ) ergeben sich fiir
das grofkanonische Ensemble wie folgt:

@ Pew = LI = X oy

R _ R rHry _ 1 ()‘113"'515)
) WG = BT = 5 X oy

© PGB

1 -
BV In ER(B, 1)

(6a) ER(ﬂ’ ﬂ) . Tr[e_ﬁ(HR _ﬂNR)]

= Tr[e_ﬁ ZP (M’e _“) b; bl’]
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Zur Auswertung der Spur Tr im Vielteilchen-Hilbertraum (Fockraum) siehe beispielsweise 2%, S. 157 und
S. 110. Beim Ubergang zur vierten Gleichung in (6.a) wird die geometrische Reihe summiert. Wegen der
Entartung der Eigenwerte beziiglich der Helizitit gilt AR = Aﬁ. Steht der Index p, muss bei der Summierung

doppelt gezihlt werden. (6.a) definiert die groBkanonische Zustandssumme. In dieser Definition ist die
Zustandsgleichung des idealen Gases enthalten:

0 1

©b) 3 PR = 5o gy InEr(B.p)

_ 12 ~B(AE—p)\ 7!
= v 3 Zphn(1- )

= L3, o PNE-H) (1 _ e—ﬂ(ﬁﬁ—ﬂ))_l

1

= 3 Zp (e -1

= PR, w)

5. Thermodynamischer Limes

Im thermodynamischen Limes R — oo strebt das Volumen des Systems gegen Unendlich, und es ergibt
sich die Kontinuum-Spektrum-Approximation. Die Idealisierung stellt sicher, dass sich Phaseniibergéiinge
prézise identifizieren lassen und nicht Artefakte einer Niherung sind. Wir werden beim Limes den Wert
der Energiedichte und die Temperatur vorgeben. Die Funktion der grokanonischen Energiedichte wird,
wie folgt, umgeformt. Zur Erhéhung der Ubersichtlichkeit sei die Helizitiit nicht explizit markiert.
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)LR+e)
R _ i TE]
u(B, ug) = Zk 1 e“f )

R 1 (AR +sl)

- V_R(é‘_ﬁ‘u'2 —1) VR Zk 2 eﬁAL HR) ])

= L e 1 Ve R nB(Af—pr)
S o) T v Qs A +ef) 2y P

I I —nBAR
= o+ 2 e V_Z?:z(/\RJFGl) e PN
R

= b Y e [ (el e dFy)

Es gilt die Voraussetzung, dass €5 strikt groBer ist als €. Damit ist AX strikt groBer als Null. Da ug < 0,
lassen sich die Summenterme in der zweiten Zeile der obigen Umformung jeweils als geometrische Reihe
schreiben. Die Summe iiber k existiert gleichméBig beziiglich n, so dass in der dritten Zeile die Sum-
mierung iiber die Indices k und n vertauscht werden darf. Die Summe iiber die angeregten Zustinde
(excited states) fassen wir zusammen:

M WP ) = Ty e [ Qe ) e dFr)

Die Auswertung des Integrals ergibt mit (3.13):

®) [ rem a0 = [Tae (S Ay Jan

2 h 3 Vi 4nh?c?

6 1
- -

S pton

Ae 21,
Vg 47rh202/33 n?

Im thermodynamischen Limes ergibt sich damit der Beitrag (7) der angeregten Zustinde zur
Energiedichte, ohne Beriicksichtigung des Oberfldchenterms:

O uB.w

lim u®(B, p
R—o0

6 00 1
= 533 n=1 enﬁﬂRT
2w p n
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= mgdeﬁ”)
10)  g(@ = 2o, =
(D) L) = g(D)

ist die Riemannsche Zeta-Funktion.

Fiir den Strahlungsdruck (6) gilt (auch hier ohne explizite Markierung der Helizitét):

(12)  pRB.ue) = gy In Ex(B. )

R_ -1
= 'BLVR D ln (1 — ¢ Bl llR))

1

= ,B;R In (1 — eﬁ#R)—l + ﬂl_VR 2:;2 In (1 B e_B(AIIS_IJR))i

-1 I _ _
= ,Bl_VR In (1 — eﬁﬂ}e) + 'Bl_VR Zk:Z Zn % e nﬂ(}t;’f llR)

In der letzten Zeile von (12) wurde die Summenentwicklung fiir die Logarithmus-Funktion benutzt, wobei

e Bld=rr) < 1 fiir k = 2. Fiir den Beitrag der angeregten Zustéinde zum Strahlungsdruck gilt:

(13) pf(ﬂ’ ,uR) = ﬁ leozz Zn % e_nﬁ(lf_ﬂR)

_ 1 1 0 —nB(AR-

= L L onBug [ oA
= & Dy remun [ e AR

1 1 nBuy f"o —n,B/\( A2 Ag A )
=Lyl e +.)da
B Zn n ¢ I ¢ 2l Ve 4nh?c?
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Ohne Beriicksichtigung des Oberflidchenterms ergibt sich im thermodynamischen Limes:

(14)  p.(B.p) Ilelin PEB, 1)

n

1 1 © 22
= 5 Zagem [J et i dl

- 1 1 pnpu foo)tz e A g
n 0

/37r2 h3 03 n

2
(n By’

= 1 L onu
- B S Zn n €

2
= pewe $@

(15)  peBop) = 5 ue(B, 1)

Die Auswertung der Teilchendichte (4) ergibt:

R 1 I
(16)  p"(B, ur) V—Rzpm

1 1 1 0 1
T Vi (P —1) + Vi Zkzz (eﬁ()tf—pk)_l)

o Loy e i)
A (g‘ﬁﬂn_l) + Vr Zk:z n=1¢

=1 1 © By LNl - -nBAf
T W (e7Pe —1) * anle * VRZkzze '

- L1 © nj  —np)
RAGCE N Ly & feg e dFr()

Auch hier fassen wir die angeregten Beitrédge zur Teilchendichte zusammen.

A7) pEB. ) = Doy e [N dF)
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2
= Y o [T A Ax A
B Zn=l e feg ¢ AR Ve dawd A

Ohne Beriicksichtigung der Oberfldachenterme ergibt sich im thermodynamischen Limes

(18)  pe(p. p) = lim PXB, w

=2, e"PH foooe_“m S pY

7'[2 h3 (,‘3

_ 1 5] enﬁﬂ 2
2R n=1 By

2
= AFRE g3(e")

s

= GroBkanonisches Photonengas im thermodynamischen Limes bei vorgegebener Temperatur und
mittlerer Energiedichte

Der thermodynamische Limes sei weiterhin durch die Vorgabe der Temperatur 8 und der Energiedichte
definiert. Das chemische Potential ug im endlich groen Resonator mit dem Volumen Vi und der charakter-
istischen Linge R sei gegeben durch

(19)  u*B, ur(B, W) = 7.

Wir definieren fiir den Grenzfall des thermodynamischen Limes die Grofe u wie folgt:

(20) u.(B, u(B,u)) = u, falls @ < u.(B) :=u.(B,0),
uB,m) =0, falls o> u.(6).

Sei

Q) BB = G

der Beitrag des Grundzustands zur mittleren Energiedichte.
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Dann gilt (Theorem 4 in /%-9):
(23) }qiin uf B, ur(B, ) = (@—u(B)*
(24) Ilei—r»n PRB. urB. 1) = pe(B, u(B, 7))

pe (B, u(B, w), falls w < uc(p),

. R T\ —
(25)  lim p%(B. pr(B. %) = {oo, falls @ > u.(f);

mit der Notation

. {x, firx = 0,
YT \o0, firx < 0.

Zur Herleitung der Resultate (23) - (25) sind folgende Beobachtungen wesentlich.

(26.a) u(B, 1) < u(B8,0) fiiru=<0
(26.b) PeB, 1) = p.(B,0) firu=<0
(26.0) PeB, 1) = p.(B,0) firp=0

Das chemische Potential u bezieht sich auf das Spektrum (3.8) mit der Unterkante Null. Deshalb gilt u <
0.

Sei u; = - u,>0. Dann ist im Limes u(8, %) =0, gemil (20) und (22). Fiir den Beitrag des Grundzus-
tands zur Energiedichte gilt im Limes:

R 1
1 €] 1 €

Vg (e_'B'“R—]) ~ R* —B,uR+...

1

= —HMR ~ ra (2.1)

Mit diesem Limesverhalten ergeben sich die Grenzwerte der Beitrige des Grundzustands zum Druck und
zur Teilchendichte:
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27 pg(ﬂ’ ur(B, W) : ,BI_VR In (l - eﬁl‘R)_l

2

5 (=In (= Buug + ..)

¢

= (~In (B) = In (—p) + ...

¢

= (=In (= pp) )

1 1 ..
~ F(_IH(F)) i 0 fur R—>0
Dabei benutzen wir

(28) lim xIn(x) = 0

x—0

29)  PRB B = =5

Vr (e‘ﬁ*‘R -1)
1 1
Rz (_B#R + )
1 1
TR T

(27) bedeutet, dass in diesem Limes der Grundzustand nicht zum Strahlungsdruck beitrigt.
(29) bedeutet, dass in diesem Limes bei iiberkritischer Energiedichte die Photonenzahldichte im Grundzus-
tand divergiert. Das ist die sogenannte Infrarot-Katastrophe. Wihrend die Photonenzahldichte iiber alle

Grenzen anwichst, strebt die Energie der einzelnen Photonen im Grundzustand gegen Null derart, dass die
Energiedichte endlich bleibt.

Die Gleichungen (19), (20), (22) bis (25) beschreiben die thermodynamischen Funktionen eines grofkanon-
ischen Photonengases in der Volumenidealisierung, d. h. im thermodynamischen Limes: Energiedichte,

Strahlungsdruck, Teilchendichte, Temperatur, chemisches Potential. Der Vollstindigkeit halber geben wir
auch die groBkanonische Entropiedichte an:
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(30) SR, fip) = KB {uR(B, fig) — fig pR(B. fig) + PR(B, f1p)}

Das chemische Potential bedeutet diejenige Energie, um die sich die Gesamtenergie des Systems indert,
wenn ein nicht angeregtes Teilchen hinzugefiigt wird. Im Fall des Photonengases bedeutet dies, dass ein
Photon im Grundzustand hinzugefiigt wird. Beziiglich des reduzierten Spektrums (3.8) haben wir das
zugehorige chemische Potential mit ug bezeichnet. Beziiglich des Spektrums (3.6) sei das chemische
Potential mit fi, bezeichnet. Damit gilt der Zusammenhang

(31.a) fp = ,uR+e’f

Es gilt natiirlich
(31.b) R —fip = AR — g, firk=1,2,..

In den thermodynamischen Funktionen (4.4) bis (4.6) kénnen wir die rechte Seite von (31.b) mit dem
reduzierten Spektrum verwenden, wenn wir, wie geschehen, fiir die Energie des Grundzustands explizit €f
benutzen. In (30) tritt das chemische Potential als eigensténdiger Faktor auf. Ein Bezug zum reduzierten
Spektrum (3.8) ist dann nicht moglich. Deshalb muss in (30) das auf das nicht-reduzierte Spektrum (3.6)
bezogene fi, benutzt werden. Fiir den Grundzustand ergibt die Differenz uR(B, it ) — Hg oR@B, it z) auf der
rechten Seite von (30):
1 R

1 1
(32) V_R (e_ﬁ”R _1) - (/“LR + elf) V_R (e_ﬁ'“k _1)

L1 1 .
= R o ~ o fir R - oo
Hr 3 1) = 0 fu

Zusammen mit den vorausgehenden Limesresultaten fiir den Strahlungsdruck und fiir den Beitrag der
angeregten Zustinde zu Energie- und Photonenzahldichte ergibt sich fiir die Entropiedichte im thermody-
namischen Limes

(33) Ilelin SR(ﬂ’ /'lR(B’ ﬁ)) kﬁ {ue(ﬂ’ ,Ll(ﬁ, ﬁ)) + pe(ﬂ’ ,Ll(ﬁ, ﬁ))}

3 kB u(B, (B, )

In der zweiten Gleichung benutzen wir (15). Das Limesresultat (33) zeigt, dass der Grundzustand nicht zur
Entropiedichte beitréigt: Bei iiberkritischer Energiedichte ist der Beitrag des Kondensats zur Entropiedichte
Null. Dies ist ein Indiz fiir die laserartige Kohirenz des Kondensats.
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(33) korrigiert Gleichung (27) in /%®. Auf diese Korrektur war bereits in Abschnitt 5 in /%% hingewiesen
worden.

6. Photonengas im stationaren FlieBgleichgewicht

Eine Abweichung eines Photonengases vom Planckschen Wirmegleichgewicht soll durch ein stationéres
FlieBgleichgewicht so realisiert werden, dass zwei thermodynamische Variable unabhéngig voneinander
kontrollierbar sind. Dazu betrachten wir einen elektromagnetischen Resonator mit dem Volumen V und
der Oberfliche A. Die Wandtemperatur habe den Wert 7. Elektromagnetische Strahlung wird von einem
Sender in den Resonator eingekoppelt. Der eingestrahlte Photonenfluf} sei mit J, die eingestrahlte Photonen-
leistung mit P bezeichnet. Die Energieeinstrahlung vom Sender und die Wirmestrahlung der Resonator-
winde in den Resonatorraum ergeben zusammen die Einstrahlungsleistung

(1) oT,*Aap, + P
o steht fiir die Stefan-Boltzmann-Konstante, @, fiir den Absorptions- und Emissionskoeffizienten der

Resonatorwand. Die mittlere freie Weglinge, die ein Photon zwischen zwei Reflektionen durchschnittlich
zuriicklegt, betragt

@

Sei E(t) die aktuelle Strahlungsenergie im Hohlraum. Die auf die Wand auftreffende Strahlungsleistung
ergibt sich aus der Energie E(t), die wahrend der freien Laufzeit % im Mittel einmal auf die Wand trifft.

Damit betrédgt die absorbierte Leistung

3 E® Saa

Mit (1) und (3) ergibt sich die Ratengleichung fiir die Strahlungsenergie im Resonator zu
4) dE = o T)*A @, dt + Pdt — E(b) %aAb dt

Integration ergibt die Losung
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av _cAozAbt
1-e 4V )

(5)  E@®) = (0 T\*A aap + P)

cAapp

Entsprechend ergibt sich fiir die Photonenzahl

cAaay

_ 3 g 1 4V - v
(6) N@t) = (o T, Aa’Abmﬁ+J) cAdn (I1—-e 4V )

Dies lésst sich aus dem Vergleich von (5.18) und (5.9) fiir 4 = O ablesen. Die expliziten Funktionswerte
der Riemannschen Zetafunktion sind

4
g3(1) = 1,20206; g =5

Die Gleichgewichtswerte der Energiedichte @ und der Photonenzahldichte @ sind

(7 w(T},P) = (0 T*A app +P) —
cAaAb
_ 3 ) 1 4
® ALY = @TPAan 55 57+ D) o

Ein kleines Thermometer im Gleichgewicht mit der Strahlung wiirde eine mittlere Photonenenergie registri-
eren und entsprechend die folgende Temperatur T ergeben:

uly,P) ga(1)
®) o) kT g(1)

Diese mittlere Temperatur der Strahlungsphase impliziert eine kritische Energiedichte, die Energiedichte
der schwarzen Strahlung:

(10) u(T)

4
;(TT4

Lo g3 Ghaa)™ (1)

Kondensation tritt ein, falls

Iy >
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d. h. falls

¢ (3kg(D)* p*
(12) 40( g (1) ) s >

(7) und (8) in (12) eingesetzt ergibt als Kondensationskriterium eine Beziehung zwischen der Wandtemper-
atur 7, dem Photonenfluf} J und der Photonenleistung P:

3k ga(l) )4

3
((TT] A&’Ab+., PO

1

TA app (0'T14A(1Ab+P)

(13)

3

7. Zum Mechanismus der Umverteilung der Photonen

Photonenkondensation heifit, dass die die kritische Energiedichte u.(T') liberschreitenden Photonen spontan
in den Grundzustand des Resonators iibergehen. Ein solcher Umverteilungsmechanismus ist iiber die
Wechselwirkung der Photonen mit der Resonatorwand méglich. Da die Giite der Kavitit einen endlichen
Wert hat, kommt es zu einer Ausschmierung der Resonanzen und damit zu einem Uberlappen der Reso-
nanzkurven. Dies hat endlich groBe Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den Resonanzzustinden zur

Folge. Eine Kavitit, die Photonenkondensation zulassen soll, muss so konstruiert werden, dass die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten die Absorptionswahrscheinlichkeiten tibertreffen.

Die Oszillationen des elektromagnetischen Feldes lassen sich unter Beriicksichtigung der Dampfung fiir
eine Resonanz k wie folgt angeben ( %, S. 357 ff.):

. t
(w+ Aw) t — ol

(1 Sl ~ e 20
Mit Jackson ( 2, S. 360) setzen wir

—wy

Fiir den Giitefaktor ergibt sich ( 2, S. 359)
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3) O =moLw/2 %

o ist die Leitfihigkeit des Wandmaterials, yy die magnetische Feldkonstante. Die Fouriertransformierte
zu (1) ist

1

—i(w—wr—Aw) — %

@ flw) ~

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir einen Ubergang w; — w; ist

Iy fl) f(@) do
\/ Iy fil@) i) dw \/ Iy i) fi() dw

) Tampi(wk, Wy, Or) =

f€¢ steht fiir das konjugiert Komplexe von f. Die Ubergangswahrscheinlichkeit Torob ergibt sich durch die
Multiplikation der Wahrscheinlichkeitsamplitude (5) mit ihrem konjugiert Komplexen:

(6) Tprob (Wi, Wy, Q) = Tampl(wk’ wy, Or) Tamp]CC (Wi, Wy, Or)

Die Auswertung von (6) fiir konkrete Konfigurationen von Kavitéten lisst sich beispielsweise mit Hilfe
des Rechenprogramms Mathematica vornehmen.

= Konkurrenz zwischen Ubergangswahrscheinlichkeit und Absorption

Ein Mechanismus zur Nettoumverteilung von Photonen hoherer Frequenzen in Photonen tieferer Frequen-
zen, wie er fiir eine Bose-Einstein-Kondensation von Photonen notwendig ist, ist genau dann méglich,
wenn die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den Resonanzen immer groBer sind als die Absorption-
swahrscheinlichkeiten. Gemaf (4) ergibt sich, mit einem Normierungsfaktor N, die Formfunktion der
Resonanz k zu

1

(w-wp—Aw)* + ( %)2

M AWl = 5

Die Formfunktion (7) nimmt fiir w = w; + Aw den Maximalwert

@)  lfwl? = &

E)
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an. Die Halbwertsbreite folgt aus

O @i = 7 (22

2N2 Wi

zu

(10) 2 (w-wi—Aw) = =
O

Die Zerfallszeit % in die Photonenfunktion (1) eingesetzt gibt an, wie lange es dauert, bis sie auf é
k

abklingt. D. h. nach

an &

Wi

Sekunden betrigt die Absorptionswahrscheinlichkeit der Photonen einer Resonanz
(12)  1-1=632%

Die Zerfallszeit (11) gibt gleichzeitig die Zeitskala fiir Photoneniibergiinge zwischen den Resonanzen.

= Kriterium

Sind alle Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen benachbarten Resonanzen eines Resonators groBer als
(12), ergibt sich ein Umverteilungsiiberschuss. Dieses Kriterium ist Konstruktionsmerkmal einer Kavitit,
in der sich eine Photonenkondensation erzielen lésst.
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